
KL 散度：从数学推导到 LLM 强化学习

目标：看懂 KL 散度的数学结构，并理解它在 PPO、DPO、GRPO、On Policy Distillation 中究竟控制了什
么。
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1 先给结论：KL 在 LLM 训练里做什么

KL 散度衡量两个概率分布有多不一样。对大语言模型而言，一个模型在每个 token 上都会输出
一个概率分布，所以两个模型之间的差异天然可以用 KL 来衡量。

在 LLM 强化学习与对齐中，KL 最常见的作用可以概括为一句话：

直觉：奖励负责告诉模型“往哪里走”，KL 负责限制“不要一次走得太远”。

例如，一个 SFT 模型已经会正常回答问题。强化学习发现某类答案 reward 很高，如果完全只
追 reward，模型可能快速把概率集中到一些取巧模式上。加入对 reference model 的 KL 惩罚，相当
于要求：

新模型既要拿更高 reward，也要尽量保留原模型已有的语言能力与行为分布。
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最典型的目标写成

max
π

Ey∼π(·|x)[r(x, y)]− βDKL(π(·|x) ∥πref(·|x)) . (1)

其中 β > 0 控制 KL 约束强度。

• β 小：允许模型更大胆地偏离 reference policy。

• β 大：模型更新更保守，更接近 reference policy。

后面的 PPO、DPO、GRPO、OPD，虽然形式不同，但都能看到“控制分布偏移”这个核心思
想。

2 KL 散度的定义

2.1 离散分布

设离散随机变量 X 的两个概率分布为

P = {p1, p2, . . . , pn}, Q = {q1, q2, . . . , qn},

满足

pi ≥ 0, qi ≥ 0,
n∑

i=1

pi = 1,
n∑

i=1

qi = 1.

KL 散度定义为

DKL(P ∥Q) =
n∑

i=1

pi log pi
qi

(2)

其中通常使用自然对数，因此单位是 nat。

也可以把求和写成期望：

DKL(P ∥Q) =
∑
i

pi log pi
qi

(3)

= Ex∼P

[
log P (x)

Q(x)

]
. (4)

因此 KL 的本质就是：

在P 真正会产生的数据上，平均比较P 与Q 的 log probability 差异。
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2.2 连续分布

若 P,Q 有概率密度 p(x), q(x)，则

DKL(P ∥Q) =

∫
p(x) log p(x)

q(x)
dx. (5)

离散情形中的求和被积分替代，数学含义保持一致。

2.3 为什么是 log probability ratio

考虑某个事件 x：

log P (x)

Q(x)
= logP (x)− logQ(x).

若 P (x) > Q(x)，则

log P (x)

Q(x)
> 0.

说明 Q 低估了这个在 P 中较常见的事件。

若 P (x) < Q(x)，则对应项为负。

KL 再用 P (x) 作为权重求平均：

∑
x

P (x) log P (x)

Q(x)
.

所以，P 经常出现的位置会得到更大的权重。

直觉：把 P 想成“真实分布”，把 Q 想成“模型分布”。KL 会重点检查真实世界经常出现的情况，
模型有没有给出足够概率。

3 从交叉熵一步一步推导 KL

定义熵

H(P ) = −
∑
i

pi log pi. (6)

定义交叉熵

H(P,Q) = −
∑
i

pi log qi. (7)

计算两者之差：
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H(P,Q)−H(P ) =

(
−
∑
i

pi log qi

)
−

(
−
∑
i

pi log pi

)
(8)

= −
∑
i

pi log qi +
∑
i

pi log pi (9)

=
∑
i

pi (log pi − log qi) (10)

=
∑
i

pi log pi
qi

(11)

= DKL(P ∥Q) . (12)

因此

H(P,Q) = H(P ) +DKL(P ∥Q) (13)

或者

DKL(P ∥Q) = H(P,Q)−H(P ). (14)

如果 P 固定，则 H(P ) 是常数，所以

min
Q

H(P,Q) ⇐⇒ min
Q

DKL(P ∥Q) .

这就是最大似然训练和 forward KL 之间的重要联系。

直觉：交叉熵等于“数据本身 unavoidable 的不确定性”加上“模型分布不准确额外付出的代价”。
后面这部分就是 KL。

4 KL 为什么一定非负

KL 满足

DKL(P ∥Q) ≥ 0. (15)

下面不跳步证明。

假设 pi > 0, qi > 0。由 Jensen 不等式，因为 − logx 是凸函数，

E[− logX] ≥ − logE[X]. (16)

令

X =
qi
pi
,
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并让下标 i 按照分布 P 采样，则

DKL(P ∥Q) =
∑
i

pi log pi
qi

(17)

= −
∑
i

pi log qi
pi

(18)

= Ei∼P

[
− log qi

pi

]
(19)

≥ − logEi∼P

[
qi
pi

]
. (20)

继续计算期望：

Ei∼P

[
qi
pi

]
=
∑
i

pi
qi
pi

(21)

=
∑
i

qi (22)

= 1. (23)

因此

DKL(P ∥Q) ≥ − log 1 (24)

= 0. (25)

所以

DKL(P ∥Q) ≥ 0.

Jensen 取等号要求

qi
pi

= c

对所有 i 为常数。又因为

∑
i

pi =
∑
i

qi = 1,

所以 c = 1，于是

pi = qi, ∀i.

故

DKL(P ∥Q) = 0 ⇐⇒ P = Q. (26)
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5 KL 为什么不对称

一般有

DKL(P ∥Q) ̸= DKL(Q ∥P ) .

例如

P = (0.9, 0.1), Q = (0.5, 0.5).

先算 DKL(P ∥Q)：

DKL(P ∥Q) = 0.9 log 0.9

0.5
+ 0.1 log 0.1

0.5
(27)

= 0.9 log 1.8 + 0.1 log 0.2 (28)

≈ 0.368. (29)

反过来：

DKL(Q ∥P ) = 0.5 log 0.5

0.9
+ 0.5 log 0.5

0.1
(30)

= 0.5 log 5

9
+ 0.5 log 5 (31)

≈ 0.511. (32)

两者明显不同。

原因来自权重：

DKL(P ∥Q) = Ex∼P

[
log P (x)

Q(x)

]
主要关心 P 经常访问的位置，而

DKL(Q ∥P ) = Ex∼Q

[
log Q(x)

P (x)

]
主要关心 Q 经常访问的位置。

6 Forward KL 与 Reverse KL

假设目标分布是 P，可学习模型是 Qθ。

通常称

Forward KL = DKL(P ∥Qθ) , (33)
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Reverse KL = DKL(Qθ ∥P ) . (34)

它们的行为差异非常重要。

6.1 Forward KL 的倾向

Forward KL 为

DKL(P ∥Qθ) = Ex∼P

[
log P (x)

Qθ(x)

]
.

如果某处

P (x) > 0, Qθ(x) ≈ 0,

则

log P (x)

Qθ(x)
→ +∞.

所以 forward KL 很怕模型漏掉 P 的高概率区域。

因此常见直觉是：

Forward KL 更偏向 mode covering。

6.2 Reverse KL 的倾向

Reverse KL 为

DKL(Qθ ∥P ) = Ex∼Qθ

[
log Qθ(x)

P (x)

]
.

它主要惩罚模型把概率放到目标分布 P 很低的位置。

如果 P 有多个模式，而 Qθ 的容量有限，Qθ 可能更愿意集中到其中一个高概率模式。

因此常见直觉是：

Reverse KL 更偏向 mode seeking。

这里需要注意，“mode covering”和“mode seeking”是典型行为描述，并非对所有参数化分布
都必然成立。
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x

目标分布 P

x

Forward KL 直觉

x

Reverse KL 直觉

图 1: 模型容量受限时的典型直觉。虚线为目标分布，实线为近似分布。Forward KL 倾向覆盖多个
模式，Reverse KL 倾向集中在一个高概率模式。

7 从单个 token 推到整个 LLM 序列

这是 KL 在 LLM 中最关键的一步。

给定 prompt x，模型生成序列

y = (y1, y2, . . . , yT ).

自回归模型满足

πθ(y|x) =
T∏
t=1

πθ(yt|x, y<t). (35)

reference model 同样满足

πref(y|x) =
T∏
t=1

πref(yt|x, y<t). (36)

于是两者 sequence probability ratio 为

πθ(y|x)
πref(y|x)

=

∏T
t=1 πθ(yt|x, y<t)∏T
t=1 πref(yt|x, y<t)

(37)

=
T∏
t=1

πθ(yt|x, y<t)

πref(yt|x, y<t)
. (38)

取对数：

log πθ(y|x)
πref(y|x)

= log
T∏
t=1

πθ(yt|x, y<t)

πref(yt|x, y<t)
(39)

=
T∑
t=1

log πθ(yt|x, y<t)

πref(yt|x, y<t)
. (40)

再对 y ∼ πθ 取期望：
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DKL(πθ(·|x) ∥πref(·|x)) = Ey∼πθ

[
log πθ(y|x)

πref(y|x)

]
(41)

= Ey∼πθ

[
T∑
t=1

log πθ(yt|x, y<t)

πref(yt|x, y<t)

]
. (42)

进一步使用条件 KL 的 chain rule：

DKL(πθ(·|x) ∥πref(·|x)) =
T∑
t=1

Ey<t∼πθ
[DKL(πθ(·|x, y<t) ∥πref(·|x, y<t))] . (43)

这意味着：

序列级 KL 可以理解为每一个生成位置上的 token 分布 KL 累积。 (44)

直觉：一句回答有 500 个 token。模型每一步都可能比 reference model 偏一点。KL 会把这些局
部偏移累积起来，因此长回答也需要特别注意 KL 的尺度与长度归一化。

8 KL 的梯度：为什么它像一个“反向奖励”

令 reference distribution q(x) 固定，可训练分布为 pθ(x)：

D(θ) =
∑
x

pθ(x) log pθ(x)

q(x)
. (45)

对 θ 求梯度：

∇θD(θ) =
∑
x

∇θ

[
pθ(x) log pθ(x)

q(x)

]
(46)

=
∑
x

∇θpθ(x) log pθ(x)

q(x)
+
∑
x

pθ(x)∇θ log pθ(x). (47)

利用

pθ(x)∇θ log pθ(x) = ∇θpθ(x),

得到

∇θD(θ) =
∑
x

∇θpθ(x) log pθ(x)

q(x)
+
∑
x

∇θpθ(x) (48)

=
∑
x

∇θpθ(x) log pθ(x)

q(x)
+∇θ

∑
x

pθ(x). (49)



9 KL 正则化 RL 的最优策略 11

因为

∑
x

pθ(x) = 1,

所以

∇θ

∑
x

pθ(x) = ∇θ1 = 0.

因此

∇θD(θ) =
∑
x

∇θpθ(x) log pθ(x)

q(x)
(50)

=
∑
x

pθ(x)∇θ log pθ(x) log pθ(x)

q(x)
(51)

= Ex∼pθ

[
∇θ log pθ(x) log pθ(x)

q(x)

]
. (52)

考虑 KL 正则化强化学习目标

J(θ) = Ey∼πθ
[r(y)]− βDKL(πθ ∥πref) .

忽略 baseline 等技巧，其 policy gradient 可以写成

∇θJ = Ey∼πθ

[
∇θ logπθ(y)

(
r(y)− β log πθ(y)

πref(y)

)]
. (53)

因此可以把

−β log πθ(y)

πref(y)
(54)

看成一种额外的 reward correction。

直觉：如果新模型把某条回答的概率抬得远高于 reference model，那么 log ratio 变大，KL cor-
rection 就会降低这条回答的有效奖励，从而阻止概率无限膨胀。

9 KL 正则化 RL 的最优策略

这一节非常重要，因为 DPO 的公式直接从这里来。

考虑固定 prompt x，省略 x：

max
π

[∑
y

π(y)r(y)− β
∑
y

π(y) log π(y)

πref(y)

]
(55)
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约束为

∑
y

π(y) = 1.

加入拉格朗日乘子 λ：

L(π, λ) =
∑
y

π(y)r(y)− β
∑
y

π(y) log π(y)

πref(y)
(56)

+ λ

(∑
y

π(y)− 1

)
. (57)

对某个 π(y) 求偏导：

∂L
∂π(y)

= r(y)− β
∂

∂π(y)

[
π(y) log π(y)

πref(y)

]
+ λ. (58)

使用

d

dz
(z log z) = log z + 1,

有

∂

∂π(y)

[
π(y) log π(y)

πref(y)

]
= log π(y)

πref(y)
+ 1. (59)

令偏导为零：

0 = r(y)− β

(
log π(y)

πref(y)
+ 1

)
+ λ. (60)

移项：

β log π(y)

πref(y)
= r(y) + λ− β. (61)

除以 β：

log π(y)

πref(y)
=

r(y)

β
+

λ

β
− 1. (62)

两边取指数：
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π(y)

πref(y)
= exp

(
r(y)

β

)
exp

(
λ

β
− 1

)
. (63)

因此

π(y) = Cπref(y) exp
(
r(y)

β

)
, (64)

其中 C 与 y 无关。

利用概率归一化：

1 =
∑
y

π(y) (65)

= C
∑
y

πref(y) exp
(
r(y)

β

)
. (66)

定义 partition function

Z =
∑
y

πref(y) exp
(
r(y)

β

)
, (67)

于是

C =
1

Z
.

最终得到

π∗(y) =
1

Z
πref(y) exp

(
r(y)

β

)
(68)

这条式子非常直观：

新策略 =旧策略先验× reward 带来的指数加权.

9.1 一个两答案的小例子

设 reference policy 对两个回答 A,B 的概率都是 0.5：

πref(A) = 0.5, πref(B) = 0.5.

奖励为

r(A) = 2, r(B) = 0.
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由式 (68)：

π∗(A)

π∗(B)
=

πref(A)

πref(B)
exp

(
r(A)− r(B)

β

)
= exp

(
2

β

)
.

因此：

β π∗(A) 含义

0.5 ≈ 0.982 reward 主导，更新激进
1 ≈ 0.881 中等约束

2 ≈ 0.731 reference 约束更强

10 PPO 中的 KL

PPO 本身的核心是限制一次 policy update 的幅度。LLM RLHF 中又经常额外使用 reference
model KL。因此需要区分两个对象：

1. πold：采样 rollout 时的旧策略，用 PPO ratio 与 clipping 控制单次更新。

2. πref：通常是冻结的 SFT 或初始策略，用 KL 防止长期漂移。

10.1 PPO ratio

在 token t 的状态 st 和动作 at 上定义

ρt(θ) =
πθ(at|st)
πold(at|st)

. (69)

PPO clipped objective 为

Lclip = Et [min (ρtAt, clip(ρt, 1− ϵ, 1 + ϵ)At)] . (70)

clipping 的作用是限制 πθ 相对 πold 的单次变化。

10.2 Reference KL

RLHF 中常见的 reward 可以写成

rtotal = rRM − β log πθ(yt|st)
πref(yt|st)

. (71)

沿整个序列累积：

RKL = −β
∑
t

log πθ(yt|st)
πref(yt|st)

. (72)

在当前 policy 下取期望，就对应 sequence level forward KL。
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Reference policy
πref

Current policy
πθ

Reward model / verifier
r(x, y)

提高 reward

KL 约束分布偏移

图 2: LLM 强化学习中的典型结构。Reward 推动策略改变，KL 把策略拉回 reference policy 附近。

直觉： PPO clipping 像“这一小步别跨太大”，reference KL 像“走很多步之后也别离出发点太
远”。两种约束经常同时存在。

11 DPO 中的 KL：损失里看不见，推导里一直存在

DPO 省去了显式 reward model 训练与在线 PPO 循环，但它可以从 KL 正则化 RLHF 的最优
策略直接推导出来。

由式 (68)：

π∗(y|x) = 1

Z(x)
πref(y|x) exp

(
r(x, y)

β

)
. (73)

移项：

π∗(y|x)
πref(y|x)

=
1

Z(x)
exp

(
r(x, y)

β

)
. (74)

取对数：

log π∗(y|x)
πref(y|x)

= − logZ(x) +
r(x, y)

β
. (75)

乘以 β：

β log π∗(y|x)
πref(y|x)

= −β logZ(x) + r(x, y). (76)

因此 reward 可以写成

r(x, y) = β log π∗(y|x)
πref(y|x)

+ β logZ(x) (77)

现在给定偏好数据

(x, yw, yl),
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其中 yw 是 preferred response，yl 是 rejected response。

Bradley Terry 偏好模型写成

P (yw ≻ yl|x) = σ (r(x, yw)− r(x, yl)) , (78)

其中

σ(z) =
1

1 + e−z
.

将式 (77) 代入。

首先：

r(x, yw) = β log πθ(yw|x)
πref(yw|x)

+ β logZ(x), (79)

r(x, yl) = β log πθ(yl|x)
πref(yl|x)

+ β logZ(x). (80)

两式相减：

r(x, yw)− r(x, yl) = β log πθ(yw|x)
πref(yw|x)

(81)

− β log πθ(yl|x)
πref(yl|x)

(82)

+ β logZ(x)− β logZ(x) (83)

= β

[
log πθ(yw|x)

πref(yw|x)
− log πθ(yl|x)

πref(yl|x)

]
. (84)

于是

P (yw ≻ yl|x) = σ

(
β

[
log πθ(yw|x)

πref(yw|x)
− log πθ(yl|x)

πref(yl|x)

])
. (85)

最大化偏好数据似然，就得到 DPO loss：

LDPO = −E
[
logσ

(
β

[
log πθ(yw|x)

πref(yw|x)
− log πθ(yl|x)

πref(yl|x)

])]
. (86)

直觉：DPO在做的事情可以理解为：让模型相对 reference更愿意产生 winner，同时相对 reference
更不愿意产生 loser。reference model 一直存在于概率比值中，所以 KL 正则化的思想已经被吸收
到目标函数里。

DPO loss 中没有单独写
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−βDKL(πθ ∥πref) ,

但 DPO 的闭式推导来自式 (1) 的 KL 正则化目标。因此说 DPO“完全与 KL 无关”是不准确
的。

12 GRPO 中的 KL

GRPO 可以看成 PPO 风格的 policy optimization，但不依赖单独的 value model 来估计 advan-
tage。对于同一个 prompt q，从旧策略采样一组回答：

o1, o2, . . . , oG ∼ πold(·|q).

获得 rewards：

r1, r2, . . . , rG.

组内标准化得到 advantage：

Ai =
ri − mean(r1, . . . , rG)

std(r1, . . . , rG)
. (87)

直觉上，同组里的回答彼此比较：

• 比组平均好，Ai > 0，提高其概率。

• 比组平均差，Ai < 0，降低其概率。

token level ratio 为

ρi,t =
πθ(oi,t|q, oi,<t)

πold(oi,t|q, oi,<t)
. (88)

一个典型 GRPO 目标写成

JGRPO = E

[
1

G

G∑
i=1

1

|oi|
∑
t

(
min[ρi,tAi, clip(ρi,t, 1− ϵ, 1 + ϵ)Ai]

− βDKL
i,t

)]
. (89)

DeepSeekMath 与 DeepSeek R1 相关公式中使用过如下单样本 KL estimator：

DKL
i,t =

πref(oi,t|si,t)
πθ(oi,t|si,t)

− log πref(oi,t|si,t)
πθ(oi,t|si,t)

− 1. (90)

这个式子看起来和标准 KL 定义不同，但在 oi,t ∼ πθ 时，它的期望正好对应 forward KL。
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令

R(a) =
πref(a|s)
πθ(a|s)

.

则

Ea∼πθ
[R(a)− logR(a)− 1] = Eπθ

[R(a)]− Eπθ
[logR(a)]− 1. (91)

第一项：

Eπθ
[R(a)] =

∑
a

πθ(a|s)
πref(a|s)
πθ(a|s)

(92)

=
∑
a

πref(a|s) (93)

= 1. (94)

第二项：

−Eπθ
[logR(a)] = −Eπθ

[
log πref(a|s)

πθ(a|s)

]
(95)

= Eπθ

[
log πθ(a|s)

πref(a|s)

]
(96)

= DKL(πθ(·|s) ∥πref(·|s)) . (97)

所以

Eπθ
[R− logR− 1] = 1 +DKL(πθ ∥πref)− 1 (98)

= DKL(πθ ∥πref) . (99)

因此式 (90) 仍然是在控制 current policy 与 reference policy 的偏离。

直觉： GRPO 的主要变化在 advantage 怎么来。PPO 依赖 critic 估值，GRPO 让同一道题采样
出来的一组回答互相比较。KL 的职责没有变，仍然负责防止 policy 为追求 reward 过度漂移。

13 OPD：On Policy Distillation 中的 KL

本文把 OPD 指 On Policy Distillation。

设 teacher 为

pT ,
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student 为

pθS .

传统离线蒸馏通常在固定 teacher data 或固定训练数据上训练 student。问题是推理时 student
会生成自己的 token，一旦前面生成错，后续看到的 prefix 可能完全偏离训练集。

On Policy Distillation 的关键流程是：

1. 给 student 一个 prompt x。

2. student 自己生成轨迹 y ∼ pθS(·|x)。

3. 在 student 真正访问到的每个 prefix y<t 上查询 teacher。

4. 比较 teacher 与 student 的 next token distribution。

5. 用 KL 或其他 divergence 更新 student。

Prompt x
Student 生成

y ∼ pθS

Student 实际访问的
prefix y<t

Teacher 给出
next token distribution

计算 divergence
并更新 Student

图 3: On Policy Distillation 的基本闭环。Student 先暴露自己的真实错误状态，再由 Teacher 在这
些状态上提供密集分布反馈。

13.1 Forward KL 蒸馏

按 teacher 为目标、student 为近似的常用记法：

DFKL = DKL
(
pT (·|st)

∥∥∥ pθS(·|st)) . (100)

展开：

DFKL =
∑
v

pT (v|st) log pT (v|st)
pθS(v|st)

. (101)

因为 teacher 固定，

∑
v

pT (v|st) log pT (v|st)

对 student 参数是常数，所以最小化 forward KL 等价于最小化
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−
∑
v

pT (v|st) log pθS(v|st). (102)

这就是 soft target cross entropy。

13.2 Reverse KL 蒸馏

Reverse KL 为

DRKL = DKL
(
pθS(·|st)

∥∥∥ pT (·|st)) . (103)

展开：

DRKL =
∑
v

pθS(v|st) log pθS(v|st)
pT (v|st)

. (104)

它更强调：

Student 自己想输出的 token，Teacher 是否也认为合理。

如果 student 给某个 token 很高概率，而 teacher 给它很低概率，则

log pθS(v|st)
pT (v|st)

会很大，从而产生强惩罚。

直觉：Forward KL 更像“尽量把 teacher 会的各种可能性都学下来”。Reverse KL 更像“student
既然准备走这条路，就检查 teacher 是否认可这条路”。当 student 容量明显小于 teacher 时，后
者有时更容易把有限容量集中到 teacher 的高概率模式。

GKD工作把 on policy sampling与多种 divergence结合，并研究了 reverse KL与 Jensen Shan-
non divergence 等选择。

13.3 OPD 和强化学习的关系

OPD 看起来像蒸馏，但和 RL 有一个很重要的共同点：

训练数据来自当前 student policy 自己访问到的状态。

这和 online RL 的 on policy 数据非常相似。

同时 teacher 给出的 token distribution 是稠密反馈：

pT (·|st),



14 四种方法放在一起比较 21

它比一个只在整条回答结束后给出的 scalar reward

r(x, y) ∈ R

信息更丰富。

因此可以粗略理解为：

• SFT：给 student 一个示范答案。

• RL：告诉 student 整条轨迹最终得多少分。

• OPD：student 先自己走，然后 teacher 在 student 真正走到的每一步给出概率分布参考。

需要避免一个过强的说法：teacher 并没有逐 token 给出“绝对正确或错误”的标签。teacher 给
的是一个概率分布，表示它在当前 prefix 下更倾向哪些 next token。

14 四种方法放在一起比较

方法 数据来源 KL或 reference出现位
置

KL 主要作用 一句话理解

PPO 当前或旧 policy
rollout

常显式约束 πθ 与 πref，
同时 ratio clipping 约
束 πθ 与 πold

限制 reward 驱动下
的策略漂移

拿 reward，但别一
步更新过猛，也别长
期偏离 SFT 太远

DPO 离 线 preference
pairs

通过 logπθ − logπref

的偏好 log ratio 隐
式继承 KL regularized
RLHF

保持 reference 锚点，
同时增大 winner 相
对 loser 的偏好

直接学“更喜欢哪个
回答”，省掉显式
PPO 循环

GRPO 当前或旧 policy 的
group rollout

显式 KL 到 reference，
policy ratio 到 old pol-
icy

限制 group relative
reward 导致的策略
漂移

同一道题多采样几
份，组内比高低，再
保留 KL 安全绳

OPD Student 自己生成
的 on policy trajec-
tories

Student 与 Teacher 的
token distribution di-
vergence

在 student 真正访问
的状态上纠正分布

先让 student 自己
走，再让 teacher在
它走到的位置指导

15 KL 系数 β 到底控制什么

回到

J(π) = Eπ[r]− βDKL(π ∥πref) .

β 是 reward 与“保持原模型行为”之间的交换系数。
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15.1 β 太小

如果

β → 0,

目标越来越接近

max
π

Eπ[r].

可能出现：

• reward hacking；

• policy 快速塌到少量高 reward 模式；

• 语言质量或通用能力下降；

• 训练不稳定；

• exploration 过早消失。

15.2 β 太大

如果 β 很大，KL penalty 主导：

π ≈ πref.

可能出现：

• 模型几乎学不到 reward 信号；

• reasoning 行为难以发生明显变化；

• policy improvement 过慢。

因此训练中经常关注：

reward, KL, entropy, response length,

而不是只看 reward。

16 一个更深的理解：KL 是“更新预算”

把 reference policy 想成模型已经掌握的行为分布。

reward 想把某些回答概率提高：
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πθ(y|x) ↑ .

但概率总和必须为 1：

∑
y

πθ(y|x) = 1.

所以提高某些回答的概率，必然会压低另一些回答。

如果没有约束，模型为了快速提高 reward，可能重新分配大量概率质量。

KL 通过

log πθ(y|x)
πref(y|x)

直接衡量这种概率质量重新分配。

因此可以把 KL 理解为一种 distribution shift budget：

为了得到更高 reward，你愿意花多少“偏离原模型”的预算？ (105)

这也是为什么 KL 在 LLM 强化学习里如此常见。LLM 的 action space 是整个词表，trajectory
又很长，轻微的 token probability 改动经过多步自回归之后就可能产生很大的行为变化。

17 常见误区

17.1 误区一：KL 是距离

KL 满足非负性，但通常

DKL(P ∥Q) ̸= DKL(Q ∥P ) ,

因此它不是严格数学意义上的距离。

17.2 误区二：PPO clipping 和 reference KL 是同一件事

它们约束的对象通常不同：

πθ ↔ πold

主要控制单次 policy update；

πθ ↔ πref

主要控制长期相对初始模型的漂移。
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17.3 误区三：DPO 没写 KL，所以和 KL 没关系

DPO loss没有单独的 KL项，但其核心 reward parameterization来自 KL regularized RLHF的
闭式最优策略。

17.4 误区四：GRPO 去掉 critic，所以也去掉 KL

GRPO 的核心改动是使用 group relative reward 构造 advantage，从而省掉独立 value model。
原始 DeepSeekMath 以及 DeepSeek R1 的相关 GRPO 形式仍包含 reference KL penalty。

17.5 误区五：OPD 的 teacher 是逐 token 正误判定器

更准确的说法是 teacher 提供 next token probability distribution。它给的是稠密偏好信号，而
不是逐 token 的二元正确性标签。

18 最终记忆框架

如果只记住五句话：

1. KL 衡量两个概率分布的差异：

DKL(P ∥Q) = EP

[
log P

Q

]
.

2. KL 非负：
DKL(P ∥Q) ≥ 0, DKL(P ∥Q) = 0 ⇐⇒ P = Q.

3. 对 LLM，自回归分解使 sequence KL 可以拆成每个 token 的 log probability ratio 累积。

4. 在 RLHF 中：
reward 推动模型改变，KL 限制模型改变得太远。

5. PPO、DPO、GRPO、OPD 的实现路径不同，但 KL 都在处理同一个根问题：

如何学习新的偏好，同时控制概率分布发生多大的变化。
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